SISTEMAS LINEALES DE ECUACIONES DIFERENCIALES

En esta seccion se estudiaran los sistemas de ecuaciones diferenciales lineales
de primer orden, asi como los de orden superior, con dos o mas funciones
desconocidas, en casos homogéneos y no homogéneos. Todos los sistemas
lineales que se tratan en este tema corresponden a ecuaciones diferenciales
con coeficientes constantes. Dicha restriccion nos permite utilizar el método de
los operadores diferenciales para resolver sistemas de ecuaciones diferenciales
lineales con coeficientes constantes. El método se basa en la aplicacién del
método de eliminacién que se utiliza para la resolucion de sistemas de
ecuaciones algebraicas en el algebra lineal. En el caso de sistemas de
ecuaciones diferenciales lineales, el método de eliminacion reduce el sistema a
una sola ecuacién diferencial de orden n con coeficientes constantes en
términos de una de las variables. Para aplicar el método es necesario expresar

el sistema en términos del operador diferencial D.

OPERADOR DIFERENCIAL

Un operador es un objeto matematico que convierte una funciéon en otra, por
ejemplo, el operador derivada convierte una funcion en una funcién diferente
llamada la funciéon derivada. Podemos definir el operador derivada D que al
actuar sobre una funcién diferenciable produce la derivada de esta, esto es: si
x es una funcién que depende del parametro t, entonces

2 n
Dox=x ; Dx== , D¥="5;.. D=2

Bajo el operador diferencial podemos escribir

dx
(aD + b)x para indicar aa + bx

d?x dx

D?+ bD + ] —+b—+
(a c)x parareferirnosa a e T cx

Ahora, si tenemos la expresion (2D? +3D)3t* nos indica que debemos

encontrar la segunda derivada de 3t* y la primera derivada de 3t*. Esto es

(2D? + 3D)3t* = 2(36t2) + 3(12t3) = 72t?* + 36t3
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SISTEMAS LINEALES DE ECUACIONES DIFERENCIALES

Un sistema lineal 2x2 de ecuaciones diferenciales es un conjunto de

ecuaciones diferenciales de la forma.

al(t) + az(t) + az()x + as(O)y = f1(t)

bl(t) + bz(t) - + b3 (t)x + ba(t)y = f>(¢)

Si los coeficientes son constantes, podemos expresar el sistema en la forma

dx

dy
a1E+ a2a+ azx +auy = f1(t)

dx dy
bl dt +b2d +b3x+b4y fz(t)

Ejemplos de sistemas homogéneos son

dx dy
ZE+d—+4x+3y=0
3d—x—2d—y—4x+y=0
dt dt

Ejemplos de sistemas homogéneos, donde las ecuaciones tienen el diferencial
de una variable son
2 dx +4x +3y =0
de TV S
dy
—-2——4 =0
it X +y
Ejemplos de sistemas NO homogéneos son

dx dy

2—+—+4 = 1
dt+dt+ x+3y=3t+
3dx zdy 4x +y =2t*>+5t—4
dt ac X TYT

Ejemplos de sistemas NO homogéneos, donde las ecuaciones tienen el

diferencial de una variable son
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dx
ZE+4x+3y=4t+1

zdy 4x +y =3t —2
dc XTIV

Iniciemos la solucion de estos sistemas donde las ecuaciones tienen un solo

diferencial. Es decir sistemas de la forma

a,——- at + ax +azy = f1(t)

d
b, =Y

qt + byx + b3y = f,(t)

El sistema se puede resolver aplicando el método de sustitucién empleado en
sistemas lineales 2x2, pare ello se despeja en una de las ecuaciones la funcion
diferente a la que aparece en el diferencial y se sustituye en la otra ecuacioén,

asi se despeja y en la primera ecuacion
1 ( © dx )
= s fi a; dt azx

Se reemplaza en la segunda ecuacion

b, dt( <f1(t) al_x - azx)> + byx + b3 — (fl(t) - al—x - a2x> £

Calculando la derivada se obtiene

b, d © a, d (dx) a; dx +h + © bsa;dx bza; ©
3dtf1 az dt \dt 3dt 2% f1 a; dt  az © f2
b, d a;d®x  (a; bzay\dx bya,

Z— L) -2——- (= —+(b ) t) = fo(t
a3dtf1() as dt? (a3 as )dt+< 2o + fl() f()

_ﬂd_z"_(ﬂ B89 (b - b3a1)X—fz(t)——f1() Ch©
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Siendo esta ultima ecuacion, una ecuacién diferencial de segundo orden en la
variable dependiente x. se resuelve la ecuacion diferencial y se reemplaza

dicha solucion en
B 1 ( © dx )
Yy = s fi a; dt ax

Con el sin de obtener la otra solucion.

Veamos un ejemplo. Resolver el sistema

dx+2 3y =0
dr TV E

dy 2x+4y =0
dr XTE

Despejamos y en la primera ecuacion.

dx
E+2x=3y
ldx 2
3at 3%V

Reemplazamos y en la segunda ecuacién

d (ldx 2 ldx 2
—(——+—x)—2x+4(——+—x>=0

de\3dt 3 3dt 3
Calculando la derivada
1d2x+2dx ) +4dx+8 _o
3dez " 3dt Y T3ar 3T
1d%x dx

2
- 42— 4 —x=
3dt2+ dt+3x 0

6% 4 o=
dt? at X T
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Resolviendo la ecuacion diferencial se tiene
m2+6m+2=0

Cuyas raices son m = —3 ++/7 reales distintas, luego la solucidn es

x = ce(B3HE 4 ¢ e(=3-V7)t

Reemplazando en y, se tiene

_ 1dx+2
Y= 3ar T3”

1d 2
y = §E(cle(—%ﬁ)t +Cze(—3—\/7)t) +§(Cle(—3+ﬁ)t +Cze(—3—ﬁ)t)

y = %cl(—S +7)e(=3HV7)t 4 %cz (=3 —V7)e(=3-V7)t ¢ % (cle(‘3+‘/7)t + cze(‘3“/7)t)

y=C (_1T-|_\/7> e(—3+\ﬁ)t + Cy (#) e(—3—\ﬁ)t

RESOLVER.

Dy tt+1
e 7Y
dy—2+ +t+1
ac XY

Despejando y de la primera ecuacidn.

=4x+t+1 dx
y= dt

Reemplazandola en la segunda ecuacién

d dx dx
—(4x+t+1——)=2x+4x+t+1——+t+1
dt dt dt

2

I B gy
dt a2z~ X

dt

dx

* dt

+2t+2
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PP S TP
dt dt? x dt
dx _ d*x =6x+2t+1
dt _dez X
d*x +5 dx 6x=2t+1
dt? dr X T
d*x de +6x=-2t—1
dt? dr T OX T

La solucion para x es de la forma

X = Xhomogenea + Xparticular

Polinomio caracteristico
m?>—5m+6=0 cuya solucionesm =2, m=3
Luego
Xhomogenea = CleZt + C233t

La solucion particular

0—5A4+6(At+B) = -2t —1
6At + 6B —54 = —2t —1

6A = —2 conloque A= 3

5 2 1
6B —5A = —1conloque6B=—1+—=§ yasi B = 5

3
Ll
X, =—t+=
P03 9
Luego la solucién para x es:
2t 3t 1
X = e + ce’t — t+6
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La solucion para y es:
=4x+t+1 dx
y=5x dt

1 1 d 1 1
— 2t 3t _ _ - 2t 3t _ _
y 4(616 + cye 3t+9>+t+1 dt(cle + cye 3t+9)

4 4 1
y = (4C1€2t +4c2e3t—§t+§) +t+1— 2ce?t —3cedt +3

1 13
=2c,e?t + cpedt ——t +—
y cie cye 3 3

ACTIVIDAD. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones diferenciales

dx dx dx

) E=2x—y 2) Z=x—4y 3) E=2x—3y
YW_35_2 Y _x42 Y 3x+2
dt Y dt Y dt y
— X _ t
4) E—Zx—y+3t 5) E—x+2y+e
%=3x—2y+2t+4 d—y—3x—2y+362t+2

dat

Veamos ahora, como se resuelve un sistema lineal de la forma

dx

dy
a1E+ a2E+ azx +auy = f1(t)

dx dy
bla-i_ sz"‘ b3x + b4y = fz(t)

Como primero escribimos los diferenciales mediante los operadores

diferenciales

a;Dx + a,Dy + azx + agy = f;(t)
lex + szy + b3x + b4y = f2 (t)
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A continuacién agrupamos términos

(a1D + az)x + (azD + au)y = f1(t)
(b1D + b3)x + (byD + by )y = fo(t)

Seguidamente se resuelve el sistema lineal aplicando el método de eliminacion,

para ello multiplicamos la primera ecuacién por (b;D+ b3) y la segunda por

menos (a,;D + a3), con el fin de eliminar x.
(b1D + b3)(a;D + ag)x + (byD + b3)(a;D + as)y = (b1D + b3)f1(t)

—(a;D + az)(biD + b3)x — (a1D + a3)(b,D + by )y = —(a;D + a3)f(t)

Eliminando x se llega a

(b1D + b3)(a;D + ay)y — (a1D + a3)(byD + by )y = (b1D + b3)fi(£)—(a;D + a3)f>(t)

[(b1D + b3)(azD + ay) — (a1D + a3)(bD + by )]y = (b1D + b3)f1(t)—(a1D + a3)f(t)

Efectuando operaciones

[b1a2D2 + (b1a4 + bgaz) D + b3a4 + alszZ - (a1b4 + a3b2)D - a3b4]y
= (byD + b3)f1(t)—(a1D + a3)f>(t)
Agrupando términos

[(bia, — a1by)D?* + (byay + bza, — ayby — azb,) D + bza, — azbyly
= (b1D + b3)f1(t)—(a1D + a3)f>(t)

La cual corresponde a una ecuacién de segundo orden NO homogénea en la

variable y, la cual se debe resolver.

Esp. DANIEL SAENZ C. Pagina 8



Una vez encontrada la funcion y, se retoma el sistema

(a1D + az)x + (a;D + ay)y = f1(t)
(b1D + b3)x + (byD + by )y = f(t)

Seguidamente se resuelve el sistema lineal aplicando el método de eliminacion,
para ello multiplicamos la primera ecuacion por (b,D + b,) Yy la segunda por
menos (a,D + a,), con el fin de eliminar y, obteniéndose la ecuacién diferencial

en la variable x la cual se debe resolver

[(bpa; — azb;)D? + (ayby + azb, — bya, — b3az) D + azby — byay]x
= (b2D + by)f1(t)—(azD + au)f>(t)

Veamos un ejemplo. Solucionar el sistema

dx dy
alE+ a2a+ azx +auy = f1(t)

dx dy
bla‘l‘ sz"‘ b3x + b4y = fz(t)

Escribimos el sistema en términos del operador diferencial

(a1D + az)x + (azD + an)y = f1(t)
(b1D + b3)x + (byD + by )y = f(t)

RESOLVER EL SIGUIENTE SISTEMA .

dx dy

RTC AN, PUN — ot
dt+dt 2x—4y=e
dx dy at
ac Y e

Escribimos el sistema usando el operador diferencial

Dx + Dy —2x — 4y = ¢t
Dx+Dy—y=ce*
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Agrupando

(D-2)x+(D—-4)y=c¢et
Dx+(D—1)y=e*

Eliminamos x , multiplicamos la primera ecuaciéon por D y la segunda por
menos ( D -2)

D(D —2)x+D(D —4)y = Det
—(D=2)Dx—(D-2)(D—1)y=—(D —2)e*
Eliminando x , se tiene

DD —4)y — (D —2)(D — 1)y = Det—(D — 2)e*t
[D(D —4) — (D — 2)(D — )]y = Det—(D — 2)e™t
[D? —4D — D? + 3D — 2 |y = et—4e* + 8e*t

[-D —2]y =e' +4e*
Solucidén de la ecuacion homogénea

_ -2t
Yn = C1€

Solucién particular

yp = Aet + Be* con lo que yzf = Ae' + 4Be*t
—Aet — 4Be* — 2Aet — 8Be*t = et + 4e*t
—34et — 12Be* = et + 4e*t

A= 2 p= 1
3 3
-1 1
yp=?et_§e4t

Solucion para y
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1 1
y = cle?t—Zet — ¥t

Reemplazando y en la segunda ecuacion

d_x_{_ﬂ_ — 4t
dt dt
%+ %(Cle—n_%et _ %e‘”) _ (Cle—Zt__et __e4t> — et
dx 1
- 2cie 2t — et — — g4t — (Cle—Zt_get _ _e4t) — ptt
%_ 3c o2t — ett = gt
dx
e cre %t + 2e*t

dx = (c,e™?t + 2e*t)dt

de = f(cle‘Zt + 2e*t)dt

-1 1
— -2t 4t
—_— + —_
x cie e

RESOLVER EL SIGUIENTE SISTEMA LINEAL DE3 ECUACIONES DIFERENCIALES.

dx+ 3y = 3t
dt Tdar T T

dx+2dy 2x —3y =1
dt dt YT

Escribimos el sistema mediante operadores diferenciales
{Dx+Dy—x—3y=3t
Dx+ 2Dy —2x—-3y =1

Agrupamos términos
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{(D—l)x+(D—3)y=3t
D-2)x+(2D-3)y=1

Eliminamos a x, multiplicamos la primera ecuacién por (D —2) y la

segunda por menos (D — 1)

{ (D-2)(D-1x+D-2)(D—-3)y=(D —2)3t
—-D-1)D-2)x—(D—-1)2D—-3)y=—-(D—-1)1

Eliminando la x, se tiene
(D—-2)(D—3)y—(D—-1)2D—-3)y=(D-2)3t—(D-11
[(D-2)(D-3)-(D—-1)2D—-3)]ly=(D —-2)3t—(D - 1)1

[D?—-5D +6—2D?*+5D—3]y=3-6t—0+1

[-D% + 3]y =4 —6t

La solucion de la ecuacion homogénea es:

yp = ceV3t 4 ceV3t

La solucion particular es,

yp =At+B dedondeyz{=A,yz{/=0

Con lo que

3(At+B) =4 —6t
34= -6 ; 3B=4 dedonde A= -2 ; B=§

4
Yo =—2t+§

La solucion para y es:
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y = ceV3t + eVt _ g =

Reemplazamos la solucidn en la primera ecuacion

dx+dy 3y =3t
dt L ar ~ YT
dx 73 V3 73 3 4
E+C\/—e 3t _ c,\/3e7V3t 2—x—3(ce t +ce 2t+) 3t
dx
E—x+cl(\/— 3)6‘/§t—62(\/§+3)e‘*/§t+6t—6=3t
dx

G TX=6- 3t + ¢, (V3 +3)e™ V3t — ¢, (V3 — 3)eV3t
La solucidon de la homogénea es
xp, = Cet
La solucion particular es de la forma

X, = At + B + De™3t 4+ Ee¥3t

x/p = A —+/3De V3t 4+ \/3EeV3t

d
d_J:_ x=6—3t+c(V3+3)e V3 — ¢ (V3 -3)eV3t

At + B + De V3t + EeV3t — A +\/3De V3t —\[3Ee V3t
=6—3t+c,(V3+ S)e'ﬁt — (V3 - 3)e\/§t

A=3 ; B—A=6dedondeB =9

_ _ cz(\/§+3)
(1 +\/§)D = cz(\/§+3) de donde D = W W

(1-V3)E = ¢,(V3 —3) de donde E = Clg‘/__@ )
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CZ(\/§+3) _J3t cl(\/§—3) V3t
1+\/§ e + 1_\/5 e

X, =3t+9+

Siendo la soluciéon para x

cz(\/§+3) _J3t C1(\/§_3) J3t
1+\/§ e + 1_\/5 e

x=Ce'+3t+9+

ACTIVIDAD. RESOLVER

dx dy
= 4 = —
1) dt dt

dx | dy 3t
—+—=+x—-4y=e
dt+dt+ y

x—3y=et

(dx d

Z 4+ x—2y=2et
2) <dt dt

dx dy 2t

—+—=—-3x—-4y=c¢e

kdt+dt y

( dx dy

—+—=—x-3y=e¢t

3) J dt dt

dx | dy 3t
—+—=+x—-4y=c¢
Ldt+dt+ y

dx | dy t
4) det +ddt
ax 4y _ ot
" =+ " +2x+y=e

—XxX—y=e

2?+4i—y+x—y=36t
5) t t

ax | dy _ .t
dt+dt+2x+2y—e
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